
探索自然对数——e 

e是“指数”（exponential）的首字母，也是欧拉名字的首字母。和圆周率π及虚数单位i一样，

e是最重要的数学常数之一。第一次把e看成常数的是雅各布•伯努利，他开始尝试计算

lim（1+1/n） n 的值，1727年欧拉首次用小写字母“e”表示这常数，此后遂成标准。

自然对数的底e是一个令人不可思议的常数，一个由

lim(1+1/n)^n

定义出的常数，居然在数学和物理中频频出现，简直可以说是无处不在。这实在是让我们不得

不敬畏这神奇的数学世界。

e的含义

e是一个重要的常数，但是它的直观含义却不像π那么明了。我们都知道，圆的周长与直径之比是一个

常数，这个常数被称为圆周率，记作π=3.14159…，可是如果我问你，e代表了什么，你能回答吗？

不妨先来看看 维基百科 是怎么说的：

“e是自然对数的底数。”

但是，你去看“ 自然对数 ”这个条目，得到的解释却是：

“自然对数是以e为底的对数函数，e是一个无理数，约等于2.718281828。”

这构成了循环定义，完全没有说e是什么。在这种情况下，数学家选择这样一个无理数作为底数，还

号称这种对数很"自然"，这难道不是一件很奇怪的事情吗？

e是增长极限

到底什么是e？简单说来，e就是 增长的极限 。

下面这个例子就是对e直观含义的极好诠释:

某种类的一群单细胞生物每24小时全部分裂一次。在不考虑死亡与变异等情况下，那么很显然，这群

单细胞生物的总数量每天都会增加一倍。据此我们可以写出它的增量公式：

growth= 2^x x表示天数

这个式子可以改写成如下的样子：

growth= (1+100%)^x 其中，1表示原有数量，100%表示单位时间内（24小时）的增长率。



根据细胞生物学，每过12个小时，也就是分裂进行到一半的时候，平均会新产生一半原数量的新细

胞，新产生的细胞在之后的12小时内已经在分裂了。

因此一天24个小时可以分成两个阶段，每一个阶段的细胞数量都在前一个阶段的基础上增长50%：

即在一个单位时间内，这些细胞的数量一共可以增至为原数量的2.25倍。

倘若这种细胞每过8小时就可以产生平均1/3的新细胞，新生细胞立即具备独立分裂的能力，那就可以

将1天分成3个阶段，在一天内时间细胞的总数会增至为：

即最后细胞数扩大为2.37倍。

实际上，这种分裂现象是不间断、连续的，每分每秒产生的新细胞，都会立即和母体一样继续分裂，

一个单位时间(24小时)最多可以得到多少个细胞呢？答案是：

当增长率为100%保持不变时，在单位时间内细胞种群最多只能扩大2.71828倍。  数学家把这个数

就称为e，它的含义是单位时间内，持续的翻倍增长所能达到的极限值 。

这个值是自然增长的极限，是“自然律”的精髓所在，因此以e为底的对数，就叫做自然对数。

你不会自成“大款”——到e为止

有了这个值以后，计算银行的复利就非常容易。

假定有一家银行，每年的复利是100%，请问存入100元，一年后可以拿多少钱？

答案是：



但是事实上，存储利息没有这么高，如果复利率只有5%，那么100元存一年可以拿到多少钱呢：

我们知道，在100%利息率的情况下，n=1000时，下式的值非常接近e：

为了便于思考，取n等于50：

当利息率是5%时，存款增长率就相当于e的20分之一次方：

1/20正好等于5%，所以我们可以把上式改写成：

再考虑时间因素，如果存款年限t年，那么存款最终增长率为：

这说明e可以用于任何连续不断的复合式增长率的计算，而上式也是这个增长率的通用计算公式。

计算结果得13.86年：

可以看到：用72除以增长率就是翻倍的大致时间。这正是经济学上著名的72法则。

欧拉恒等式



但凡说起e，一个必定要提到的公式就是欧拉恒等式——被誉为世界上最美丽的公式。

数学中最基本的5个常数——0、1、圆周率π、自然对数的底e和虚数单位i，以及数学中最基本的两

个符号,等号和加号，就这样通过一个简单的恒等式联系在了一起，实在是让人叹服。

这个等式有个一几何的直观解释。一个实数在实数轴上可以用一个向量表示，旋转这个向量，就相当

于乘以一个虚数i。据此建立一个以实数为横轴，虚数为纵轴的坐标系。实单位向量，每次逆时针旋转

π/2,  可以分别得到结果1,i,-1,-i,1.  即转4次以后就回到了原位。而当实单位向量保持长度不变旋转θ

角度，得到的向量就是：cosθ+isinθ。根据欧拉公式 e^iθ = cosθ+isinθ可以看出 e^iθ 就代表实

单位向量1旋转θ角后而得到的向量。所以 e^iπ 意味着单位向量逆时针旋转了π，结果显然是-1。





增长规律

这个世界上有许许多多的事物满足这样的变化规律：增长率正比于变量自身的大小。例如放射性元素

衰变的时候，衰变率就和现存的放射性物质多少成正比；资源无穷多的社会，人口出生率将（近似

的）和现存人口数成正比等等。而此类变化规律所确定的解，则是由以e为底的指数增长所描述的：

如果x的变化率等于变量x自身的λ倍，那么该变量随时间t的函数则为



其中C是任意常数。而e的直观含义正是增长的极限

正态分布

正态分布是自然科学与行为科学中的定量现象的一个统计模型。各种各样的心理学测试分数和物理现

象比如光子计数都被发现近似地服从正态分布，尽管这些现象的根本原因经常是未知的。而理论上则

可以证明如果把许多小作用加起来看做一个变量，那么这个变量服从正态分布。

正态分布在生活中也可谓是无处不在。多次反复测量一个物理量，测出来的值一般来说总是呈正态分

布；瓶装可乐的实际体积，也是正态分布；一大群人的寿命分布、智商分布等，也都是正态分布。而

正态分布的表达式中，也神奇的出现了e。

伽马函数与

斯特林公式

阶乘运算n！本来是定义在正整数上的。数学家最爱做的事情就是推广，因此阶乘函数自然不能幸

免。当把阶乘函数推广到定义域为复数的时候，我们要寻找的函数就是一条通过了所有（n+1,n!）点

的函数。所谓的伽马函数Γ(x)满足了这个性质，而伽马函数的表达式中又出现了e:



阶乘n!与e还有另一层神秘的联系。

当n趋于无穷大的时候，n!满足下面的近似关系式——斯特林公式：

（其中“~”符号表示同阶，可以大致认为是n趋于无穷大时的约等于）

要计算很大的阶乘值，位数受限而不能直接用计算机求出时，就可以用斯特林公式近似求出了。

调和级数

所谓调和级数，即1+1/2+1/3+1/4+…+1/n+...。它是一个发散级数，当n趋于无穷大的时候，这个

和也将趋于无穷大。但是同样是发散的级数，发散也有快慢之分。调和级数发散速度是怎样的呢？伟

大的欧拉发现的一个著名极限给出了答案：

因此调和级数的发散速度正是和以e为底的对数——ln函数的发散速度一致。

素数与e

素数（或称质数）是指除了1和它本身之外，无法被其他自然数整除的数。素数看似和e毫无联系，可

是，素数分布的理论指出，素数的分布与e息息相关。如果用π(x)表示不大于x的素数个数（注意这里

的π不是圆周率！），那么素数分布中心定理指出

或者可以写成



注意到ln正是以e为底的对数。看，e就这样出现在了看似毫无关系的领域！

悬链线

数学史上曾经有一个著名问题，称之为悬链线问题：一根柔软不可伸长的链子，两头固定在空间中的

两个定点上（这两个点不一定要等高），链子形成的曲线是怎样一条曲线呢？这个问题和最速降线问

题提出的时间很接近，而且参与者也大多相同。早在文艺复兴时代它就已经被达芬奇研究过，可惜并

没有得到答案。伽利略猜想答案是抛物线，这也和很多人最初的感觉是一致的，可惜后来被惠更斯在

17岁的时候证明是错的。

和最速降线问题一样，这一问题伯努利兄弟中的一个也曾公开征集解答，不过这次是哥哥雅各布，他

在1690年的《教师学报》中发表了这个问题。在雅各布提出这一问题一年后的1691年6月，《教师

学报》发表了惠更斯（当时已经62岁）、莱布尼茨以及约翰•伯努利提交的三份正确答案。三人的方

法都不一样，但最终的结果却是一致的。而雅各布自己则并没能把它解出来，这让弟弟约翰•伯努利

异常兴奋。

悬链线的正确方程是这样的：

它的发现在当时被看做是新微积分伟大成果的重要标志。而现在，悬链线则在世界著名的标志性建筑

物——密苏里的圣路易斯大拱门——中永垂不朽了。



e一次次如幽灵般恰当的出现在了每一处，时常给人们带来惊喜。而上述这些，只不过它的冰山一角

而已。


