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摘 要

在本论文中，我们的研究内容包括在常系数下两正数对数平均L(a，b)、指数

平均I(a，6)与幂平均坞(口，b)的不等式关系，以及在常系数下两正数调和平均、指
数平均，(n，b)与幂平均％(n，b)的不等式关系，先在特定的常系数下，寻求出幂
平均鸠(a，∞中常数p，然后结合泰勒展式的计算比较，得到量化关系。

本论文首先是研究在常系数下两个正数对数平均L(a，b)、指数平均I(a，b)

与幂平均％(o，b)的不等式关系，目的是建立两正数对数平均L(a，b)、指数平
均I(a，6)与幂平均^砧(口，b)常数指数下相关联的几个不等式，应用极限比较的方法，

结合泰勒展开式的计算比较，我们得出几个常系数下，两个正数对数平均L(a，6)、

指数平均x(a，b)与幂平均鸠(n，6)之间的不等式，得到量化关系，利用泰勒展开式
验证，当幂平均坞(o，b)的阶p取得特定的数值时，不等式处于最佳状态，同时也
验证常数指数为特定值时，得到的结果与经典结果是相一致的。

其次还研究在常系数下两个正数调和平均H(a，b)、指数平均，(口，6)与幂平

均％(n，b)的不等式关系，建立在常系数下两个正数调和平均H(a，6)、指数平
均I(a，b)与幂平均鸠(口，b)相关联的几个不等式，同样应用极限比较、结合泰勒
展开式的计算比较，通过计算比较某些函数的凹凸性、正负性，我们得出几个常

系数下，两正数调和平均H(a，6)．、指数平均1(a，6)与幂平均％(a，6)之间的不等式，
得到量化关系，利用泰勒展开式验证，当幂平均^砧(n，6)的阶p取得特定的数值时，

不等式处于最佳状态，同时也验证常数指数为特定值时，得到的结果与经典结果

是相一致的。

关键词：幂平均；对数平均；调和平均；指数平均
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Abstract

In this paper，we investigate the some equalities related to identric mean

I(a，b)，logarithmic meanL(a，b)，and power meanMp(口，b)of two positive real

number a and b，and the inequality relationship of harmonic meanH(a，b)，iden．
tric mean Z(a，b)，and power meanMp(a，b)of two positive real number a and

b．Under some certain constant exponent，we obtain a suitable order P of power

meanMp(o，b)．Moreover，we use Taylar expansion to examine that this exponent
is the optimal one．

Firstly,in Charpter 2，we study the relationship of identric mean z(a，b)：log-
arithmic meanL(a，b)，and power mean％a，b)of two positive real number，The
purpose of this charpter is to founded some inequalities of identric mean I(a，b)

，logarithmic meanL(a，b)，and power meanMp(Q，b)of two positive real nnm-

bet．By using the method of limit comparison，together with Taylor expansion
of special function，we obtain some inequalities of identric mean l(a，6)，logarith-
mic meanL(a，6)，and power meanMp(口，b)under some certain constant exponent
conditions．The Taylor expansion imply that the order P of these inequalities is

optimal to OUr results if P is some special contant．At same time，we also examine

that our results is in accord to the classical ones．

Later，in Charpter 3，we study the relationship of harmonic mean H(a，6)，
identric mean I(a，6)，and power meanMp(a，b)of two positive real number．The

purpose of this charpter is to founded some inequalities of identrie mean r(a，6)，
harmonic mean H(a，6)，and power meanMp(口，b)of two positive real number．

With the same progress，be using the method of limit comparison，together with

Taylor expansion of special function，we investigate the convexity of some special
function to obtain some inequalities of identric mean I(a，6)，harmonic meanH(a，厶)，
and power mean％a，b)under some certain constant exponent conditions．We
also use the Taylor expansion to examine the order P of these inequalities is of>-
timal to OUr results if P is some special contant．‘Moreover。we also examine that

our results is in accord to the classical ones． ，

Key Words：power mean；logarthmic mean；harmonic mean；identric mean
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第1章绪论

1．1 课题的研究意义与历史

不等式的概念诞生非常早，早在人类以数量的形式对自然界的问题开始探寻

的时候，不等式就出现了。随着数学基础的建立，数学分支的蓬勃发展，不等式已

经成为了数学这门古老的自然科学中一个重要的分支，为数学科学的进步和发展

做出了重要的贡献。 ，

不等式最初是源自于一些迫切需要解决的实际问题，随着理论以及实际问题

的逐步扩大化，不等式理论包含的内容不光涉及到数学研究分支的各个领域，同

时也在日常生活和其他很多诸如物理，化学，天体学等等自然科学的方方面面发

挥着重要的作用，参见文献【1-4】。尤其在没有微积分的时代，不等式成为计算最

大，最小值的一个非常重要的工具(参见文献f1】)。继而，许多的不等式应运而生，

并逐渐成为数学研究中一个重要的分支理论基础。

不等式的历史渊源深厚，在数学的历史发展上有着重要的地位。在1999年，数

学家Jack Abad和Paul Abaci曾在美国数学学会的会议上指出了一百个历史上伟

大的数学定理，其中就包含了若干重要的不等式定理结果。这些定理时至今日仍

是数学研究中的经典结果，在许多的研究领域中起到重要的作用。

在不等式理论中，与均值函数相关的不等式十分有趣，并在很早的时候就被

许多数学家进行了初步的研究，这也成为现代不等式理论的重要起源之一。远在

古希腊时期，毕达哥拉斯学派中数学家、哲学家、物理学家阿尔希塔斯(Arhytas of

Tarentum，约公元前375年前后)深入研究并讨论了两正数的算术平均值、几何平

均值和调和平均值比较理论，应用他的平均值方法在音乐理论方面硕果累累，被

托勒密(Ptolemy)称为毕达哥拉斯学派最重要的理论家．后来数学家们将算术平

均、几何平均和调和平均值的比较推广到13．维情形，法国大数学家柯西(Cauchy)，

在研究数学分析中的”流数”问题时得到了著名的柯西不等式，这个不等式由很多

的版本。其不同的版本以及相关的推广结论，在当代数学研究领域中起到了非常

重要的作用。

例如，下面的算术、几何平均不等式就是柯西不等式的一个最初始的结果，目

前仍在高中的数学课程中出现。 ．

算术、几何平均不等式对于任意的正数al，n2，．．⋯，a仃，都有下面的不等式成

立：

生竺生=立旦≥舡丽
n

’

而且，当且仅当口l=o．2=⋯⋯=‰时，不等式的两端相等。
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与指数平均、幂平均相关的几个不等式

这个经典的不等式最早出现于欧几里得的《几何原本》[3j。在原本中，这个结

果是以佗=2的特殊形式出现，即掣≥届。在特殊情况仃=2的结果得到后，随
着越来越多的实际问题需要得到解决，在微积分理论仍未出现的时候，平均不等

式的结果已经由特殊形式推广到如上所述的钆维情况。目前流传最广的就是由数

学大师柯匹i(Cauchy)提出的应用数学归纳法进行的证明和推广。即先应用一般的

数学归纳法证明了命题对71,=2m(其中，n是自然数)成立，然后证明命题在死：七为

真时，亦对n=k一1为真，那么结合两个结果，均值不等式自然得证。

其后，多个版本的柯西不等式随着不同领域的发展研究的进程而出现。例如

下面的一个柯西不等式在积分方面的推广形式就是著名的Cauchy-Schwarz不等

式。 一

Cauchy-Schwarz不等式 ．

I(皿·(z)，皿2(z))12≤(皿-(z)，皿·(z))(mz(z)，皿z(z))

而今，在当代数学的研究中，我们已经不再具体区分这些形式，而是统一称

之为Cauchy-Schwarz不等式，所区别的不过是不同的版本问题而已。后来，柯西

不等式仍得到了广泛的推广和应用。其中不乏一些经典的结果。诸如，应用算术、

几何均值不等式，可以推导出与调和平均相关的均值不等式，即

1
一 一

丁1—+—1—+—j1=-≤∥ol口2口n，
!l 竺2． 竺苎

91．

丹麦数学家Jensen给出在凸函数论中起重要作用的琴生不等式(Jensen’S Ineqal-

ity)。

．在微积分理论建立之后，还有一个柯西不等式在重要的推广就是著名的HSlder不

等式。

H6lder不等式15】若指数p，g满足；+石1=1，且p>1，q>1的时候，那么有如
下的不等式成立

／I，(z)夕(z)I如≤【／If(x)lp酬砉【／Ig(z)l口如p
．，口 J口 -，口

这些柯西不等式的不同版本以及不同版本的推广，现在被广泛的应用于泛函

分析，概率论，偏微分方程理论中，并起到了非常重要的作用。

通过上面的代表例子一柯西不等式，我们可以看到与均值函数相关的不等式在

数学的发展中起到了非常关键的作用。在不等式的理论发展至今，特别是在微积

分学基础建立之后，已经形成了深厚的理论研究基础，同时也具有了更为广泛的

研究对象。在当前的数学研究中，甚至包括物理，化学，生物等等一系列自然科学

的研究中，我们不难发现都有不等式研究的影子参见文献【缸6】。这些结果都以非
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常经典的形式出现，这也表明与均值函数相关的不等式理论正在得到进一步的研

究和讨论。

我们知道，几乎所有的数学问题都是源自与现实生活中的具体问题。许多的

数学问题也都是从特殊情况得到关注，进而对之进行量化后进行一般情况的总结，

推广。从不等式的发展中，我们也不难看到不等式的研究也是从特殊情况开始，进

而推广到抽象空间的研究讨论，这也正好表明了不等式是随着数学的发展而一步

一步发展至今的。大部分的不等式都具有结构精简，对称性(即将不等式中的未知

量变换位置时，不等式仍然成立)，还有许许多多不等式等号成立的条件之精确性

等等，都将极具数学代表特征的数学美刻画的非常深刻。

在当代数学的研究中，在以H．Alzer等为代表的许多数学家都仍然对均值函数

的不等式的性质继续着进一步的研究。诸如r函数，幂平均函数，算术平均函数等

等一系列的均值函数相关的不等式的研究也取得了令人瞩目的成就，参见文献f6．

321。在国内方面，以齐峰、褚玉明为代表的数学家也在从事均值函数不等式的研

究，参见文献『9，10，34-37]，均值不等式的一系列结果以非常好的形式出现。随着均

值函数理论的进一步发展，与均值相关的不等式仍有许多的问题值得研究。在国

内外学者的带领下，可以预见，在均值函数相关的不等式的研究中仍有许许多多

未知的结果值得期待。

1．2 本文的研究内容及创新点

本文主要研究与幂平均函数相关的几个不等式。

在本文中，如无特殊说明，我们研究的都是自变量为正实数的均值函数。

现在，我们引入一些其他经典均值函数的概念。

幂平均函数

蛐㈡：{(半)5∥。，
l~／06'P=0． ，

指数平均

对数平均

f 1

m，6)={吾
． L n，

l

(等)雨， b≠a，
b=a，

砸朋={母兰



与指数平均、幂平均相关的几个不等式

还有经典的算术A(n，b)=(a+b)／2，几何平均G(n，b)=缅，调和平均日(n，b)=
2n形(口+6)，其中o，b>0。这些经典均值有如下的关系，

min{n，6)≤H(a，b)=M-l(a，b)≤G(n，b)=％(o，b)≤L(a，b)
．． ≤I(a，b)≤A(a，功=尬(o，b)≤maX_[n，6)

其中当且仅当b=口时，每个不等式的等号成立。

这些都是均值函数不等式中的经典平均值函数，目前的一系列均值函数不等

式的研究都是建立在与这些经典均值函数相关的基础上了，在本文中，我们对这

些经典均值函数与幂平均函数的不等式关系进行了研究和讨论。

与幂平均函数鸠(o，b)性质相关的一系列不等式相关问题在近些年关于均值
函数不等式的研究中被许多的数学家所关注。这些不等式结果以非常完美的形式

出现，可参见文献【8-33】。众所周知，幂平均函数％a，6)的性质非常好。对于固定
的两正数a和b，具有P∈尉r介的幂平均函数是连续的，且是严格递增的。

与幂平均值函数不同的是，指数平均函数以及对数平均函数由于其定义的形

式较为复杂，给相关的证明和计算带来很大的困难，目前与指数均值函数，以及

对数均值函数相关的结果仍是非常理想。同时，这也是一个值得考虑的问题。

在本文第二章中，我们尝试考虑对数均值函数、指数均值函数与幂平均函数的

不等式关系。目的是建立两正数对数平均L(a，b)、指数平均I(a，6)与幂平均^磊(o，6)常

数指数下相关联的几个不等式。应用极限比较的方法，结合泰勒展开式的计算比

较，我们得出了几个常系数下，两正数对数平均、指数平均与幂平均之间的不等

式，得到了较为准确的量化关系。并利用泰勒展开式验证了，当幂平均的阶p取得

特定的数值的时候，不等式的最佳性质。其中也验证了常数指数为特定值的时候，

得到的结果与经典结果是相一致的。

在本文的第三章中，我们建立了调和平均日(口，b)，指数平均I(a，b)和幂平

均％(n，6)之间的几个不等式。同样应用极限比较、结合泰勒展开式的方法，通
过计算比较某些函数的凸性、正负性来得到我们需要的结果。本章中得到的是在

常指数下，调和平均、指数平均若干幂形式与幂平均的不等式关系。同时也通过

泰勒展开式的计算和比较，验证了在幂平均的阶p取得特定的数值的时候，不等式

的最佳性质。

本文的创新之处在于，建立了特定常数指数下，对数平均函数、指数平均函

数、调和平均函数与经典的幂平均函数之间的新的不等式关系，为下一步变系数

的推广做好了准备，这些结果是新的，也是有效的。本文所用的方法和工具相对

简单，通过一些经典研究结果的分析，应用极限比较，泰勒公式的各种形式的展

开，再加上实分析中一些简单的凸函数性质判断的方法和工具对我们的结果进行

求证，尽量简化了计算和证明过程，但同时也验证了这些不等式结果的相关临界
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值的准确性和不可提高性。

1．3 本文常用的预备知识、引理和记号

在均值函数不等式的研究中，我们经常会需要用到或者涉及到一些经典的已

知结果。在本节中，我们将一些常用的经典的标记和已知结果作为引理给出。

引理1161对于两正数的算术平均、几何平均、调和平均、幂平均、对数平均和

指数平均之间，其基本关系如下：

min{a，6)≤H(a，∞=M-l(a，6)≤c(a，b)=Mo a，b)≤L(凸，b)

≤r(a，b)≤A(a，b)=尬(n，b)≤max{a，6)

还有算术平均、几何平均与对数平均，指数平均之间的关系如下。

引理2f18，25j对于所有的正实数a，b>0，满足a≠b，都有下面的不等式

G；(。，6)A{@，6)<L(口，6)<丢A(口，6)+兰G(口，6)
且

三G(口，6)+；A(口，6)<，(。，6)
均成立．

引理3【9l不等式

坞(口，6)≤三A(。，6)+；G(口，i)≤鸭(口，们 ，

对所有的实数n，b>0，而且作为临界值的{是最佳的．

Alzer和裘松良证明了如下的结果。

引理4f24l令a，b>0是正实数，且满足a≠b．如果同时满足a，b≥e，那么

【G(a，b)lA㈤．<【厶(口，b)l讹，6’<陋(口，b)lG(咀

而且，如果满足0<n，b<e，那么

【A(a，6)】G㈤<【，(a，6)P，6)<【G(a，6)】A(。，6)

对所有的正实数n，b>0均成立．还有

aA(a，b)+(1一a)G(口，b)<I(a，b)<flA(a，b)+(1一p)G(口；b)

for口≤§，∥≥2／e=0．73575⋯and n，b>0 with口≠6．
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与指数平均、幂平均相关的几个不等式

幂平均与指数平均、对数平均的经典结果如下：

引理5【26,28-29】对所有的正实数a，b>0，且n≠b，有如下的不等式

Mo(a,b)≤L(。，6)≤鸭(。，6)，鸭(凸，6)≤m，6)≤Ml092(。，吵

％(口，6)≤x／—L(a,b)—I(a,b)<鸭(口，6)，

吉(L(o，b)+I(a，6))<唯(口，b)

其中，当且仅当a=6时，等号成立，且所有的临界指数均为最佳的。

H Alzer亦得到如下的结果。

引理6【27J对两正实数a，b>0，且满足a≠b，有如下的不等式成立

v／—G(a,b)—A(a,b)<vZ—L(a,b)—I(a,b)<去(L(口，6)+z(a，6))<石1(G(口'6)+A(o，6))．
最后说明，全文的符号编排方式：定理n．til．i表示第n章第m节第i个定理：公

式11，m，i)表示第11章第1ll节第i个估计式。
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第2章两正数指数平均、对数平均与幂平均
的不等式

2．1 引言

在本章中，我们研究常指数下两正数的指数平均、对数平均与幂平均的不等

式关系。即，§(口，b)Li(a，6)，Xi(a，6)三§(口，b)与对应的p阶的幂平均之：间的不等式
关系。

对任意的实数p∈R，以两正数。和6为变量的p阶的幂平均函数坞a，b)有着
如下的定义：

下：

w，={学∥霉
对于实数p∈R，具有两正数。和6为自变量的广义对数平均Lp(a，b)定义如

驰'6)。孥a薯a b蘸州’
l ， ；，

经典的幂平均函数的性质非常好，众所周知，其对某一对固定的a和b以

及p∈R而言，它是连续函数，且是严格递增的。与幂平均函数类似，广义对

数平均三口a，6)某一对固定的a和b以及p∈R也具有这个非常理想的性质。在近

些年关于均值函数的不等式研究中，幂平均与广义对数平均的相关的结果也出现

了很多，引起了广泛的关注．但是由于广义对数的定义较复杂，因此讨论起来经

常会分多种情况进行分别讨论。有些情况下，在目前的方法和手段仍然未做到对

之进行完美的分析和解释。其中广义对数的特殊情况对数平均也是广泛受到关注

的一种情形，一些结果非常有趣。
‘

回忆那些经典均值函数，我们分别用记号A(a，b)=学，，(o，b)=；(箬)击，

L(a，b)=且lnb-lna，G(a，b)=~／口6和日(n，b)=雨2ab来表示与两正数n和6为自变量
的算数平均函数、指数平均函数、对数平均函数，几何平均函数以及调和平均函

数那么他们有如下的基本不等式关系成立。即

min{a，6)≤H(a，b)≤c(a，b)=L一2(n，b)≤L(a，b)=L—l(a，b)

≤1(a，b)=‘Lo(o，的≤A(a，6)=Lz(a，b)≤跏c{口，6)．
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与指数平均、幂平均相关的几个不等式

Alzer和Janous建立了下面的双边不等式关系：

M謦(。，6)≤詈A(口，i)+三G(口，6)≤鸭(n，6)
对于任意的实数Q∈(0，1)，Janous讨论了使得下面不等式

鸠(n，b)≤aA(a，b)+(1一口)G(n，b)≤坞(n，b)

成立的最大临界值p以及最小临界值g的取值情况o．

后来，一般对数平均函数n(a，b)和指数平均，(口，b)与经典平均几何平均G(口，b)

以及A(a，6)的不等式关系也被建立．

还有一些其他的结果也值得关注．

引理2．1．1对于任意的口∈(0，1)，总有GQ(n，b)A1_a(n，b)≥己上(口，b)对所有
的n，b>0均成立，其中，当且仅当口=6时，等号成立．这里的与均值函数L上(口，b)
相关的临界值当是最佳的．
’引理2．1．2对所有的正实数a，b且a≠b，有下面的不等式

L(n，6)<三A(啪)+；G(口，6)
以及

1 ‘)

去G(n，b)+三月(n，b)<I(a，6)u U
．

成立．

引理2．1．3．若Q∈(0，1)，那么有如下的不等式成立，俨(口，b)A1一a(o，b)≤
L1一孙(n，b)对所有的a，b>0，其中，当且仅当n=6时，等号成立．这里的与均

值函数Ll一3口(n，6)有关的临界值1—30r是最佳的．

本章中，我们主要讨论广义对数平均的常见特殊情况，指数平均函数与对数

平均函数和经典幂平均函数之间的一些常数系数情况下的不等式情形。由于指数

平均的超定性，我们的结果仅限于常数指数的情况。

2．2 引理及其证明

为了方便主要结果的证明，我们需要下面的引理。

引理2．2．1令

g(t)=-(1—7．)(f+tp+1)l092 t+(矿+1一tp+护一t)logt

-r(t—1)2(1-4-tp)．

那么有如下的估计成立．
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硕：￡学位论文

1)如果r=；且p=§，那么对所有的￡∈(1，+oo)，均葡(亡)<o，

2)如果r=；勘=；，那么对所有的￡∈(1，+。o)，r句有g(t)<0．，

证明：

为了方便证明，尽量的简化计算的过程，我们不妨做一些小小的变换，这并

不影响我们的证明。

首先

·‘ g(t)=0， (2．2．1)

97(t)=-(t—r)【l+(p+1)tP】l092 t+【(p+2r一1)tp—ptp一1+2t+2r一3】

logt+(1—2r)(t一1)一(印+1)tp一1+(2rp牟2r+1)tp

—r0+2)tp+1，

令gt(t)=t—P9他)，得到

gl(t)一-(t一7’)R—P+(p+1)】l092 t+(1—2r)t1—妒一(叩+1)t一1+(2rp+

2r+1)+【0+2r—1)一砖一1+2t1一p+(2r—s)t—p】logt

一，’(p+2)t+(2r一1)t—p，

gx(1)=0， (2．2．2)

9：(t)=p(t一7’)t—p一1 log．2 t+【(-2+2r+劬一2rp)t—p一1+2(1一p)t—p

+pt一2+(一2+2r一2p+2rp)t一1]logt+(rp—P+t)t一2

+@一1+2r)t—l—r白+2)+(3一务一p+2rp)t—p

+(2r一3+p一2rp)t—p一1，

令92(t)=tp+19{(亡)，得到

92(t)=p(t一,-)l092t+【(-2+2r+3p一2rp)+2(1一p)t

+p护一1+(一2+2r一劫+2叩)tp】logt+(rp-p+1)tp一1

+0一t+2r)tp—r(p+2)+(3—2r—P+2rp)t

+(27．一3+P一2rp)，

伪(1)=0， (2．2．3)

区(t)=f2p(t一，．)t一1+20一P)+p(p—1)垆一?+(-2+2r～2p+2rp)ptp一1】logt

+(一2+2r+3p一2rp)t一1+(5—27-一却+2rp)

+(矿一矿+劬一rp—t)tp～2一r∞+1)p+2)tp

+(一2+2r一3；o+矿+4rp)tP～1，．

一9一
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与指数平均、幂平均相关的几个不等式

令93(t)=t2-p妮(t)，得到

93(t)=[2p(1一r)t1一p+2(i-p)t2一p+p∞一1)+(一2+2r一2p+2rp)pt]logt

+(一2+2r+3p一2rp)t1一，+(5—2r一3p+2rp)t2一p

+(叩2一矿+3p—rp一1)一r◇+1)0+2)产

+(一2+2r一却+p2+4rp)t，

ga(1)=0， (2．2．4)

必(t)=【2p(1一p)(1一r)t—p+2(1-p)(2-p)t1呻+(-2+2r一印+2rp)p】logt

+(一2+2r+7：o一6rp一驴+2rp2)z-p．-2r(p+1)0+2)

+(12—4r一19+6rp+3p2—2rp2)t1呻

+(一2+2r一劬一P2+6rp+2rp2)+(p2一p)t一1，

令ga(t)=tPg：(t)，得到

夕4(亡)=【2p(1一p)(1—7')+2(1-p)(2-p)t+(一2+2r一2p+2rp)ptp】logt

+(一2+2r+7≯一6rp一驴+2矿)一2r(p+1)(p+2)tp

+(12—4r一13p+6rp+3p2—2rp2)t

+(一2+2r一印一矿+6rp+2矿)垆+02一p)ff一1，

94(1)=8—4p一19， (2．2．5)

gi(t)=【2(1一p)(2一P)+(-2+2r一2p+2哂)p2tp一1】logt

+(2p一2p2—2rp+2矿)t一1+@3一驴+p)e一2
’

+(16—4r一19p+6rp+驴一2rp2)一2r(p+2)0+1)2tp

+(-4p+4rp一7p2一pa+8rp2+2rp3)矿一1，

令gs(t)=tl-pg'4(t)，得到

gs(t)=【2(1一p)(2一p)￡1—p+(一2+27．一砌+2rp)p2】logt

+(印一驴一2rp+2rp2)t叩+03一妒+p)t一1

+(16—4r一19p+6rp+驴一2rp2)t1叩一2r(p+2)白+1)2t

+(-4p+4rp一7≯2一矿+8rp2+2rps)，

95(1)=16—8r一20p一2rp一矽，

一 10一

(2．2．6)



硕士学位论文

gi(t)=2(t—p)2(2--p)t-Plogt+(一驴+矽+2rp2—2rp3)t—p一1

+(20一4r一41p+26p2+lOrp一5pa一8rp2+2rp3)￡一p

+(一妒+2rp2_2p3 4-2rpa)t一1—2r(p+2)0+1)2

+(一矿+妒-p)t一2，

令96(￡)=eg(t)，得到

夕6(￡)=2(1一p)2(2一p)logt+(一妒4-2p3+2rp2—2rp3)t一1

-}-(20—4r一41p 4-26p2 q-lOrp一5p3—8rp2+2rp3)

+(一驴+2矿一2p3+2rp3)矿一1—2r(p+2)(p+1r)2tp

+(呻3+2p2一p)矿一2，

96(1)=20—8r一42p+24p2—12rp2—6p3， (2．2．7)

元(亡)=2(1一p)2(2‘一p)￡一1+(妒一矿一2矿+2矿)t-2

+(一矿+2p2一p)0—2)tp一3—2r(p+2)∞+1)2ptn-1

+(一2p2+2rp2—2p3+2矽)◇一1)tp～，

令仍(t)=ta-p蟊(t)，得到

gT(t)=2(1一p)2(2一p)t2-P+(2p2二2p3—2rp2+2rpa)t1呻

+(一矿+2p2一p)(p一2)一2r(p+2)白+1)2pt2
’

+(一勾产+2rp2—2p3+2q户)0—1)t，

肌(1)=4一印+7护一4rp一14移一6rp3—3p4， (2．2．8)

gi(t)=20一P)2(2-p)2t1叩一和0+2)0+1)2pt

+(2p2—2p3—2印；矽)(1一p)t-p

+0—1)(一驴+2矿一2p3+2rp3)，

令gs(t)=护斫(t)，得到

gs(t)=2(1一p)2(2一p)2t。一4r(p+2)(p+1)2ptl切

+(驴一2p3—2rp]rp3)(1-p) ，

+0一1)(一2矿+2rp2—2p3+2rp3)tp，

仍(1)=2(1一p)2(2一p)2+4p2(t一7．)(1一p)～4仰0+2)p+1)2， (2．2．9)
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磊(￡)=2(1-p)2(2-p)2一打(p+2)0+1)3ptp

+(p一1)(-2p2+2rp2—2p3+2rp3)ptp一1，

令gg(t)=t1-p蟊(t)，得到

册(￡)=2(1一p)2(2一p)2t1_p一和0+2)0+1)3pt

+(p一1)(一2p2+2矿一2p3+2印3功，
，

gg(1)=2(1一p)2(2-p)2+2p3(1一，’)(1一p2)一4r(p+2)(p+1)ap，(2．2．

以及

而且

萌(t)=2(1一p)3(2-p)2t—p一4r∞4-2)0+1)3p

g后令glo(t)=tPg；(t)，得到

夕lo(t)=2(1-p)3(2一p)2—4r◇+2)0+1)3ptp，

glo(1)=2(1-p)3(2-p)2—4r(p+2)(p+1)ap． (2．2．11)

9：o(亡)=一4叩0+2)∞+1)3ptp～．

现在分情况进行讨论：

1)如nmgr={且p=；，那么对所有的￡∈(1，+oo)，有如下估计：

9：o(t)=一4印0+2)0+1)3ptp一1<0．

以及一系列的符号判别如下。

t。li十m。。gao(t)=一Oo·

(2．2．12)

(2．2．13)

(2．2．14)

glo(1)=2(1一p)3(2-p)2—4r(p+2)(p+1)Sp<0． (2．2．15)

99(1)=2(1一p)2(2-v)2+2p3(1一r)(1一p2)一4r(p+。2)0+1)ap<0．

gs(1)=2(1一p)2(2-p)2+4p2(1—7t)(1一p)一47≯(p+2)(p+1)2<0．

gr(1)=4—8r+7p2—4rp一14rp2—6rp3一却严<0．

96(1)=20—8r一42p+24p2—12ri02一印3<0．

gs(1)=16—8r一．20p一2rp一6p2=0．

夕4(1)=8—4r一1砌=0．
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(2．2．13)式表明函数glo(t)在区域(1，+oo)上是严格单调递减的，那么从(2．2．14)，

(2．2．15)式以及9lo(￡)的单调性，很容易得知对所有的t∈(1，+Oo)均有glo(￡)<0成

立。进而暗含了函数99(亡)在区域(1，+。o)上是严格单调递减的。由(2．2．16)式，不

难看出函数对所有的t∈(1，+oo)，均有卯(t)<o成立。这也就是说gs(￡)在区

域(1，+。o)上是严格单调递减的。于是，由(2．2．17)式我们不难得到98(t)<0对

所有的t∈(1，+Oo)均成立．则函数96(t)在区域(1，+∞)上是严格递减的。因此，

通过逐层逆推，m(2．2．17)，(2．2．18)一(2．21)式和(2．2．1)一(2．2．3)式联系gs(t)的单调性，

我们得到g(t)<0对所有的t∈(1，+。o)均成立。

2)如果r=；且p=：，那么对所有的t∈(1，+oo)，有如下估计．

9io(t)=_4rp@+2)@+1)3pff一1<0． (2．2．22)

而且

．1im．glo(t)=一。。．t—++∞

以及一系列的符号判别如下。

glO(1)=2(1一p)3(2一p)2—4r(p+2)(p+1)3P<0．

(2．2．23)

(2．2．24)

go(1)=2(1一p)2(2一p)2+2p3(1—7-)(1一p2)一4r(p+2)(p+1)3p<0．(2．2．25)

98(1)=2(1一p)2(2一p)2+4p2(1一r)(1一P)一4rp(p+2)p+1)2<0．(2．2．26)

97(1)=4—8r+矿·4rp一14舻一6rp3—3p4<0．

蜘(1)=20—8r一42p+24p2—12叼严一6p3<0．

gs(1)=16—8r一20p一2rp一唧，2=0．

94(1)=8—4r一1印=0．

(2．2．27)

(2．2．28)

(2．2．29)

(2．2．30)

(2．2．22)式表明函数夕10(t)在区域(1，+oo)上是严格单调递减的，那：么从(2．2．23)，

(2．2．24)式以及910(t)的单调性，很容易得知对所有的t∈(1，+。。)均有glo(t)<0成

立．进而暗含了函数99(t)在区域(1，+o。)上是严格单调递减的。m(2．2．25)式，不

难看出函数对所有的t∈(1，+oo)，均有gg(t)<o成立。这也就是说gs(t)在区

域(1，+。。)上是严格单调递减的。于是，m(2．2．26)式我们不难得到夕8(t)<0对

所有的t∈(1，+o。)均成立。则函数鳊(t)在区域(1，+oo)上是严格递减的。因此，

通过逐层逆推，由(2．2．26)，(2．2立7)一(2．21)式和(2．2．1)．(2．2．3)式联系驰(t)的单调性，

我们得至Ug(t)<0对所有的t∈(1，+。o)均成立。
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2．3 主要定理的证明

定理2．3．1．对所有的n，b>0，有如下的不等式成立，

，‰b)Li(口，6)≤鸭(口，6)，

其中，当且仅当口=6时，等号成立。同时，参数3对于不等式结果来说是最
优的临界值．

证明：

首先，若a=b，不难看出

口=，§(。，6)￡；(n，6)=嗨(口，6)=6：

下面的证明中，我们不妨假设o>b，令t=g>1，通过简单的计算和比较，
我们得到

设

L口a，b)11．口(o，6)一鸠(o，b)

=6[(硒t-1)。(扣t_tl／1--or--(华)；]．
‘2叫

m)～[109(扣1)-loglog州1刊＼t亡l丁ogt一1)一三109(1卅+；1 1092'(2．3．2)
通过计算得到

躲m)=o一 ．

(2．3．3)

其中

删=矿础‰丽，

g(t)=一(1一n)(t-I-矿1)l092 t+(缈1一垆+t2一t)logt
． -a(t一1)2(1+护)．

如果(D，P)=(；，3)，则由引理2．2．1 and(2．3．4)可得

对所有的t∈(1，+o。)均成立。

，他)<0

因此，由(2．3．1)-(2．3．3)联合(2．3．5)式我们得到

J‰6)L沁6)<嗨(口，∞
一 14一
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对所有的正实数口，b>0同时口≠6均成立。
‘

接下来，我们要验证参数3是不等式结果中的最佳l瞄界值。

对任意的o<s<4／9，令o<z<1，z一0．

(2．3．6)

兵中
．．

施)-2阻垆](p-e)一[骂竺!]如叫’[1+(1仲小
利用泰勒展开式，得到

施)：掣z2+o(霸． 仁3．7)

方程(2．3．7)表明对任意的o．<g<；，都存在一个o<J1(g，o)<1，使得

三詈(口，b)XI(n，6)>吩一。(n，6)
对某个t∈(0，J1)成立．

定理2．3．2．对所有的n，b>0，有如下的不等式成立，

』；(n，6)L§(。，6)冬嗨(口，6)，

其中，当且仅当n=6时，等号成立。同时，参数；对于不等式结果来说是最优的
临界值．

证明：

首先，若a=b，不难看出

口=，‰6)厶§(。，6)=嗨(口，6)=b．

下面的证明中，我们不妨假设a>b，令古=g>l，通过简单的计算和比较，

L口(n，6)，卜n a，6)一^磊0，6)

6[(硒t-1)口(：t由)h一(华)；]．
一 15一
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设

m)刊l嘶一1)-loglogt】+(1一”)(＼t⋯logt)一；1 log(1卅+扣2’(2-3．9)
通过计算得到

‘

其中

扣lim。，f(t)=0，

巾)=矿稍‰而，

夕(t)=一(1一Q)(￡+矿1)l092 t+(矿1一tp+铲一t)logt

—a(￡一1)2(1+护)．

如果(Q，P)=({，i)，则由引理2．2．1 and(2．3．11)可得

，讹)<0

对所有的￡∈(1，+。o)均成立．

因此，由(2．3．8)一(2．3．11)联合(2．3．12)式我们得到

，§(口，6)L§(n，6)<鸭(。，6)

对所有的正实数o，b>0同时n≠6均成立．

其中

接下来，我们要验证参数3是不等式结果中的最佳临界值。

对任意的o<￡<5／9，令o<z<1，z_0，

(2§．10)

(2．3．11)

(2．3．12)

(2．3．13)

胁冲阻z)掣r’-．．[掣r’[1+(1仲小
利用泰勒展开式，得到

胁)=掣办妒)．
——16—·

(2．3．14)

掣一一．鸭㈣
卜卅D动+0

p

R
班昨
L

rm岛
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方程(2．3．14)表明对任意的o<￡<；，都存在一们<如(￡，a)<1，使得

L§(n：6)，§(o，6)>嗨一。(o，6)

对某个t∈(0，如)成立。

定理2．3．3．对所有的a，b>0，有如下的不等式成立，

Mo(口，6)≤，§(o，6)L百2(n，6)，

和 ，

Mo(a，6)≤Ii(a，6)Lil(a，6)，

其中，当且仅当o：6时，等号成立。同时，参数0对于不等式结果来说是最优的临

界值。

证明：
．

首先，若a=b，不难看出‘

a=Ii(a，6)Lil(n，6)=Mo(a，6)=6．

如下的一些基本的极限估计需要用到。

lim面x-1=lim。赢1t---,-Foo t--．-boo log可1。o· (2腓)
z109z z十

1im一1 z·zZlr：lim e刍109譬一l—logz：lim e苎学=e～． (2．3．16)
t一+∞eZ f一+∞t--++oo

，．
z5+1 1

。皇％1F 2互’
则对任意的g>0，有下面的估计

liIn∞_+∞

= hmz-．+∞

因此，(2．3．is)式表明对任意的E>0，都存在一个疋=疋(￡)>l使得

La(1，z)，1一口(1，z)<^￡(1，z)

j — 17一

(2．3．17)

(2．3．18)



与指数平均．幂平均相关的几个不等式
’

对某个z∈(z，+o。)成立。因此，我们得到不等式

对所有的口，6>0均成立．其中当且仅当o=6时等号成立，且参数。对于上面的不

等式来说是最佳的临界值。

一 18一
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∞
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第3章调和平均、指数平均与
幂平均的不等式

3．1 引言

在本章中，我们研究常指数下两正数的调和平均、指数数平均与幂平均的不

等式关系，且PHi(a，6)，；(n，6)，日i2(o，b)II(a，b)与对应的p阶的幂平均之间的不等

式关系。

对任意的实数p∈R，以两正数n和6为变量的p阶的幂平均函数鸠(口，6)有着
如下的定义：

蛐川：{(半)5州。，
I、／n6， p=0．

在当前所知的许多均值函数不等式的研究结果中，与幂平均坞a，b)相关的
结果引起了广泛的研究和关注．众所周知的幂平均函数^勺a，6)具有非常理想的性

质，即对某一对固定的a和b以及p∈R而言，它是连续函数，且是严格递增的．而

本章中研究的调和平均对于某一对固定的a和b以及p∈R而言，也是连续函数，

而且是严格递增的．指数对数平均亦具有相类似的性质．由于指数平均中包含了

常数e，这给研究指数平均函数的性质带来了一定的困扰，在证明与指数平均相关

的结果的时候，经常会出现一些近似估计和利用已知极限结果的估计。

分别用

m㈡：善吾(菩)击川口，
【n， 6=o，

以及

m，6)：善秭b-a，6舢，
I口， b=a，

A(a，b)=(n 4-b)／2，c(a，b)=√磊还'Oin(a，b)=2ab／(a 4-b)分别代表具有

两正数指标a和6的指数平均函数、对数平均函数、算数平均函数、几何平均函数

以及调和平均函数那么这些均值函数有着以下的基本关系式。

min{a，6}≤H(a，b)=M_x(a，b)≤C(a，b)=Mo(a，b)≤L(o，b)

≤，(a，b)≤A(n，b)=An(口，b)≤max{a，6)

一 19—
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当且仅当b=a时，每一个不等式的等号成立．

Alzer曾证明过如下的不等式关系：

v／—G(a,b)—A(a,b)<x／—L(a,b)—I(a,b)<石1(￡(口，6)+I(a，6))<石1(aca，6)+A(n为))．
Alzer和Janous有如下的结论，即不等式

9 1

M器(口，6)≤丢A(n，6)+主G(n'6)≤Mi(a，b)
对所有的a，b>0均成立，等号成立当且仅当a=b．

后来，Alzer和裘松良建立了如下的结果，即不等式

eA(a，b)+(1一a)a(a，b)<I(a，b)<pA(n，b)+(1一p)G(口，b)

对所有的Ⅱ≤；，卢≥2／e=o．73575⋯成立，这里实数a，b>0．fia≠b．

毛其吉也曾对下面的不等式进行了证明，即不等式

1 o

鸭(n，6)≤壹A(。，6)+孝G(n，6)≤鸭(a，6)
对所有的正实数a，b>o成立，而且不等式左端的临界值；是最佳值。

关于对数平均己以及指数平均J，它们与经典的均值算数平均A和几何平均G

有着如下的关系式

G§(口，6)A§@，6)<L(a，6)<昙A(口，6)+罢G(n，6)
●

o o

同时不等式

妄G(n，b)+-4～A(a，6)<，(n，b)

对所有的实数n，b>0且a≠6均成立。

本章中，我们的目的是建立调和平均日，指数数平均，与幂平均坛之间的不

等式关系式。H[JHa(a，b)zl-a a，b)对于特殊的Q∈(0，1)与幂平均Mp(a，b)之间的

对应关系式如何。通过计算和证明，我们得到了几个H(a，6)，』(n，6)这些均值函数

与幂平均jl知(n，b)的关系式。

3．2 引理及其证明

为了方便和简化主要结果的证明过程，我们先给出下面的引理，

引理3．2．1令

9(t)=(1一，．)【矿2+矿1+t2+t]logt+r矿3一(1一r)矿2

+7．矿1+(1一r)tp一(1一r)t3一n2+(1+r)t—r．

一20一
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则有如下的估计成立。

1)如果r={时p=一{，那么函数9(t)<0对所有的t∈(1，+oo)rZ成A。

2)如果r=；咖=一；，那么函数9(亡)<0对所有的t∈(1，+o。)均成立。

证明：

为了尽量的简化证明的过程，可以迸行一些4、小的变换，这并不影响证明的

结果。

首先，很容易可以得到

g(1)=0， (3．2．1)

令gt(t)=t—Pg似)，得到

gt(t)=(1一r)【2t1叩+￡叩+◇+2)亡+P+11logt+7．0+3)t2

一∽+P+3r+1)t+(1一r)pt一1—3(1一r)t2一P，

+(1—3r)t1一p+2t呻+∥+1，

gt(1)=0， (3．2．2)

令92(t)=亡1+p鲥(t)，得到

92(t)=(1—7’)【@+2)t1+p+2(1一p)t一别logt一3(1一r)(2一p)t2

(3pr一5r—P+3)t+2r(p+3)t2切一(2pr+5r一1)t1+p

+(1一r)◇+1)古p-p(1一r)tp一1+(1一r一砌)，

卯(1)=0， (3．2．3)

令仍(￡)=t一％(t)，得到

卯(亡)=(1一r)12(1一p)t-p+(p+1)(p+2)J logt一6(1一，')(2-p)t1一p

+(％矿一3p一7r+5)t—p-p(t—r)亡一1呻+2r(p+3)(p+2)t

却◇+1)(1一r)t一1一p0一1)(1一，-)￡一2

+(3+2p一7r一8pr一2rp：)，

93(1)=印+lOr一4， (3．2．4)

令94(t)=tx+嗤(亡)，得到

m(t)=一2p(1一p)(1一r)tlogt+幻+1)0+2)(1一r)矿

叩(p+1)(1—7．)矿一1+印0_．1)(1—7．)矿一2+p仞+1)(1一r)t一1

-6(1一p)(2一p)(1一r)t+2r(p+2)白+3)t1+p

一5矿+3p2+9pr一7p一2r 4-2，

一 21—



与指数平均、幂平均相关的几个不等式

令gs(t)=t—p炙(￡)，得到

94(1)=12p+20r一8， (3．2．5)

95(t)=一6(t—p)(2一p)(1一r)t3呻一2p(t—p)(1一r)t2—p

—pp+1)0一1)(1一r)t+p(p+1)(p+2)(1一r)t2

+2r(p+1)(p+2)(p+3)t3一p0+1)(1～，．)t1一p

+2p0—1)b一2)(1一，-)，

95(1)=2【p3—4矿+tlp一6+lOrp2+12r]， (3．2．6)

令夕6(t)=t-2磊(￡)，得到

卯(舌)=p(1—7．)卜2(1一p)(2一p)t—p一1+2∞+1)(p+2)t一1

一(1+p)(1一p)t一2-p_0+1)0—1)t_2】

一6(1一p)(2一p)(3一p)(1一r)t叩+6r(1+p)(2 4-p)(3 4-P)

96(1)=6[p3—4p2+llp一6+lOrp2+12r]， (3．2．7)

令gT(t)=t1似(亡)，得到

gT(t)=p(1一r)【一20一p)(1+p)(2一v)t一1—2◇4-1)0 4-2)tp一1

(1+p)(1一p)(2+p)t一2+2(p 4-1)(p—1)矿一2

+6(1一p)(2一p)(3一p)1

97(1)=p(1一r)(一却户+30p2—73p+36)， (3．2．8)

令98(亡)=t39i(t)，得到

毋(￡)=2p(1一p2)(1—7．)【(p+2)tp+1一仞一2)矿+◇一2)t一◇+2)】

卯(1)=0， (3．2．9)

令gg(t)=t一强(￡)，得到

gg(t)=2p(1一矿)(1一r)【◇一2)t—p—p@一2)t一1+(1+p)(2+p)】

99(1)=1舻(1一p2)tl—r)， (3．2．10)

最后令910(t)=z2药(舌)，得到

夕lo(舌)=2p2(1一矿)(1一r)【(2-p)t1叩+p一2)1， (3．2．11)

mdl)=0． (3．2．12)

～ 22—
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现在分情况讨论。 ．

1)如果，．={且p=一{，那么从(3．2．12)以及(3．2．4)一(3．2．10)，得到如下的一
些估计，

驷(1)=12p2(1一p2)(1一r)>0， (3．2．13)

97(1)=p(1一t．)(一驴+30p2—73p+36)<0， (3．2．14)

96(I)=6洳3—42严+llp一6 q-lOrp2+12r】<0， (3．2．15)

gs(1)=2[p3—4矿+lip一6+10rp2+12r】<0， (3．2．16)

驭(1)=0， (3．2．17)

夕3(1)=0， (3．2．18)

还有

t．n十m。。gT(t)≤0， (3．2·19)

．1iⅢ舶(￡)=--IX)． (3．2．20)
$．-．．*-t-00

从(3．2．11)不难看出函数gm(t)在区域(1，+oo)上是严格递增的函数，那么由9lo(t)

的单调性再联系(3．2．9)一(3．2．12)以及(3．2．t3)，可以得出函数伪(t)>0对所有的t∈

(1，+。o)均成立．这就表明函数gr(t)在区域(1，+。o)上是严格递增的。联合(3．2．14)

和(3．2．19)，就可以得到在区域(1，+。o)上函数gr(t)<0．这就意味着96(￡)在区

域(1，+∞)上是严格递减的函数。从(3．2．15)以及(3．2．20)，不难得到对所有的￡∈

(1，+∞)都成立96(t)<0．这样就表明函数gs(t)在区域(1，+oO)上是严格递减的。结

合(3．2．16)以及函数卯(亡)的单调性，就．--IpA得到对所有的t∈(1，+o。)均有骗(t)<

o成立．如此逐层逆推，联合(3．2．17)，(3．2．18)以及(3．2．1)-(3．2．3)还有函数舶(舌)的

单调递减性，就可以得出对于所有的t∈(1，+Oo)均有g(t)<0成立。

2)如果7-=；且p=一3，那么从(3．2．12)以及(3．2．4)一(3．2．10)，得到如下的估
计，

gg(1)=i2p2(1一矿)(1一r)>0， (3．2．21)

gT(i)=p(i—r)(一5p3+3q产一73p+36)<0， (3．2．22)

96(1)=6加3—4矿+llp一6．-t-lo矿+12r】<0， (3．2．23)

gs(i)=2[p3—4矿+llp一6+lOrp2+12r】<0， (3．2．24)

舛(1)=0， (3．2．25)

卯(1)=0， (3．2．26)

还有

．1啦97(t)≤0， (3．2。27)
$--*-1-00
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。lim． 96(t)=一o。． (3．2．28)
‘‘。+十∞ ’

从(3．2．11)不难看出函数glo(t)在区域(1，+O。)上是严格递增的函数，那么由9lo(t)

的单调性再联系(3．2．17)一(3．2．20)以及(3．2．21)，可以得出函数gs(t)>0对所有

的t∈(1，+∞)均成立。这就表明函数gz(t)在区域(1，+。o)上是严格递增的。联

合(3．2．22)和(3．2．27)，就可以得到在区域(1，+oo)上函数gT(t)<0．这就意味着96(t)

在区域(1，+o。)上是严格递减的函数。j从(3．2．23)以及(3．2．28)，不难得到对所有

的t∈(1，+oo)都成立96(t)<0．这样就表明函数gs(t)在区域(1，+oo)上是严格递

减的．结合(3．2．24)以及函数gs(t)的单调性，就可以得到对所有的t∈(1，+∞)均

有夕5(t)<oK立。如此逐层逆推，联合(3．2．2s)，(3．2．26)以及(3．2．1)·(3．2．3)还有函

数夕s(亡)的单调递减性，就可以得出对于所有的t∈(1，+o。)均有g(t)<0成立。

3．3 主要定理及其证明

定理3．3．1．对两实数a，b>0，有如下的不等式成立，

日§(。，6)，；(n，6)≥M-i(。，6)，

．其中当且仅当o=b时，等号成立．j这里的参数临界值一{，对于不等式来说是
最佳的。

首先，当o=6时，由经典已知结果，有下面的关系，

o=何i1(口，6)，§(。，6)=M t(a,b)=b．

接下来的证明中，不妨假设Q>b，令t=等>l，通过简单的计算和比较，得到

估计如下

鸩(n，b)一Ha(a，6)，1_a(口，们
， 、

：6㈣；一(射(妒)h] ‘33l’

设函数

m)=；1
log Tl+tp—alog(斋)-(1一a)t—t l logt+(1刊，(3．3．2)

通过计算得知

¨lim+．f(t)=0， (3·3·3)

删=丽硕‰， (3-34)
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g(t)=(1一Q)【矿+2+tp+1+t2+’t】logt+odv+3

一(1一口)矿2+atv+1+(1一Q)矿一(1一a)t3‘

一口铲+(1+Q)t一口．

如果(Q，P)=(主1，一{)，那么从引理3．2．1和(3．3．4)可以得出

，似)<0 (3．3．5)

对所有的t∈(1，+O。)都成立。

因此，从(3．3．1)一(3．3．3)以及(3．3．5)就可以得到日{(口，6)Jr喜1(口，6)>垃{(n，6)，
对满足a，b>0 Ra≠b的两正数均成立。

接下来，将证明参数一{是最准确的临界值。
对于任意的0<E<l／6，令0<z<1窖一0，．利用泰勒展开式，通过计算得到

如下估计，

log[H§(1，1+z)，§(1，l+z)】-log M__§+。(1，1+z)。
=；109[帮]+害109(1+功一；一矗log出掣坐 (粥·6)

= 一§z2+O(X2)，

不难看出方程(3．3．6)表明对于任意的o<s<1／6，都存在o<6=6(s)<1，使得

日互1(口，6)J{(口，6)<肌扣a，6)，

对于某个刀∈(0，J)是成立的。

定理3．3．2．对两实数a，b>0，有如下的不等式成立，

日；(口，6)，葛1(口，6)≥Mq(a，6)，

其中当且仅当o=b时，等号成立．这里的参数临界值一3对于不等式来说是最佳
的．

首先，当n=6时，由经典己知结果，有下面的关系，

口=日；(口，6)，i1(口，6)=^L§(n，6)；b．

接下来的证明中，不妨假设口>b，令t盘0>1，通过简单的计算和比较，得到

估计如下

：襻；篡箫1夸】． 辑3∽
：6 I(学){一(涪)口(∥南)卜口I．

婶。√’
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设函数

巾)=；1 109丁l+ff—orlog(啬)-(1叫西t 109⋯1刊，(3．3．8)
通过计算得知

。螺巾)=o， (3·3·9)

删=丽砜筹‰可， (3．3．10)

这里

g(t)=(1一a)[t舛2+矿1+t2+t]logt+atp+3

-(1一a)tp十2十．a矿+1+(1一口)矿一(1一(1：)t3

-at2+(1+a)t一口．

如果(；，一})，那么从引理3．2．1和式(3．3．4)可以得出

，船)<0 (3．3．11)

对所有的t∈(1，+oo)都成立．

因此，从(3．3．7)-(3．3．9)以及(3．3．10)就可以得到日；(n，b)ii(n，6)>肌§(。，6)
对满足a，b>0 Ra≠b的两正数均成立。

接下来，将证明参数一§是最准确的临界值。

对于任意的o<￡<3，令o<z<1 z_0，利用泰勒展开式，通过计算得到
如下估计，

log 1日j2(1，1+z)f{(1，l+z)l—109肋I§+c(1，l+z)
；log I必x+2 I+地3x log(1+z)一；一南log地竿坐 (3．3．12)

一；护+o(x2)．

不难看出方程(3．3．12)表明对于任意的o<￡<1／6，都存在0<6=6(g)<1，使得

Ⅳ‰的J沁6)<肌扣(n，6)，

对于某个z∈(0，6)是成立的。

定理3．3．3．对两实数a，b>0，有如下的不等式成立，

日吾1(a，6)』；(口，6)≥^死(n，6)．

其中当且仅当o=b时，等号成立．这里的参数临界值0对于不等式来说是最佳的．
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证明：

对于任意的E>0，进行如下的极限估计，

limx--,佃蘸嚣耘-1i弛斟∞

=h‰佃等群 =+OO．
(3．3．13)

方程(3．3．13)表明对任意的￡>0，都存在疋=疋(g)>1，使得

^￡(1，z)>日孝(1，z)，盖(1，z)

对某个z∈(疋，+。。)成立。因此，可以得到不等式％(n，b)≤Ⅳ§(口，6)，i2(口，6)对所
有的a，b>0成立，其中当且仅当a=6时，等号成立。这里的参数0作为不等式的

下临界值来说是准确的。

注释3．3．1．对两实数n．b>．0的调和平均函数、指数平均函数以及幂平均函

数而言．其形式为

Hi(a，b)Ii(a，b)≤^知(口，6)．

的不等式很难找到一个准确的p值，这一点从引理3．2．1的证明过程中不难看出，

在r取得；，一些函数的需要逆推单调性的时候，很难界定某些函数的准确单调性

结果，因此得到的结果是很难以准确结果而出现的。
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结论

不等式的概念诞生非常早，早在人类以数量的形式对自然界的问题开始探寻

的时候，不等式就出现了，随着数学基础的建立，数学分支的蓬勃发展，不等式已

经成为了数学这门古老的自然科学中二个重要的分支，为数学科学的进步和发展

做出了重要的贡献。

与幂平均函数％(n，b)性质相关的一系列不等式相关问题在近些年的均值函
数不等式的研究中被许多的数学家所关注，而相对复杂的指数平均函数与对数函

数的研究结果仍不是很完美。在本文中现在，我们首先引入一些经典均值函数的

概念。

幂平均函数

MAa,b)=I(半)5，刖，
I、／n6，P=0．

指数平均

对数平均

，cQ，∞=<主(等)击’：兰：：
L(口，6)：{—logb-—loga’白≠o?

【Q， b=口．

还有经典的算术A(a，b)=(口+6)／2，)Ltq3z均a(a，b)=俪，调和平均Ⅳ(o，b)=
2ab／(a+b)，其中n，b>0。这些经典均值有如下的关系，

min{a，6)≤H(a，b)=M-l(a，b)≤C(a，b)=Mo(a，b)≤L(a，b)

≤J(口，b)≤A(a，b)=尬(口，∞≤max{a，6)

其中当且仅当b=a时，每个不等式的等号成立。

这些都是均值函数不等式中的经典平均值函数，目前的一系列均值函数不等

式的研究都是建立在与这些经典均值函数相关的基础上了，在本文中，我们对这

些经典均值函数与幂平均函数的不等式关系进行了研究和讨论。

与幂平均函数^砧(Ⅱ，6)性质相关的一系列不等式相关问题在近些年关于均值

函数不等式的研究中被许多的数学家所关注，这些不等式结果以非常完美的形式

出现，可参见文献[8-331。众所周知，幂平均函数屿(n，6)的性质非常好。对于固定
的两正数a和b，具有p∈R阶的幂平均函数是连续的，且是严格递增的。
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与幂平均值函数不同的是，指数平均函数以及对数平均函数由于其定义的形

式较为复杂，给相关的证明和计算带来很大的困难，目前与指数均值函数，以及

对数均值函数相关的结果仍是非常理想，同时，这也是一个值得考虑的问题。

在本文第二章中，我们尝试考虑对数均值函数、指数均值函数与幂平均函数的

不等式关系，目的是建立两正数对数平均L(a，6)、指数平均J(o，6)与幂平均％a，6)常
数指数下相关联的几个不等式。

定理2．3．1．对所有的a，b>0，有如下的不等式成立，

ri(a，6)L考(o，6)≤峨(口，扫)，

其中，当且仅当a=6时，等号成立。同时，参数五4对于不等式结果来说是最

优的临界值。

定理2．3．2．对所有的a，b>0，有如下的不等式成立，

J考(o，6)己§(口，b)≤魄(口，6)，

其中，当且仅当a=6时，等号成立。同时，参数；对于不等式结果来说是最优的
临界值。

定理2．3．3．对所有的a，b>0，有如下的不等式成立，

％(n，b)≤，§(n，6)己；(o，6)，

和

％(o，b)≤J；(n，6)三；(口，6)，

其中，当且仅当a=6时，等号成立。同时，参数0对于不等式结果来说是最优的临

界值。

应用极限比较的方法，结合泰勒展开式的计算比较，我们得出了几个常系数

下，两正数对数平均、指数平均与幂平均之间的不等式，得到了较为准确的量化

关系。并利用泰勒展开式验证了，当幂平均的阶p取得特定的数值的时候，不等式

的最佳性质。其中也验证了常数指数为特定值的时候，得到的结果与经典结果是

相一致的。

在本文的第三章中，我们建立了调和平均日(n，6)，指数平均x(a，b)和幂平

均鸩(o，6)之间的几个不等式。

定理3．3．1．对两实数o，b>0，有如下的不等式成立，

日；(口，6)，；(口，6)≥肌{(口，6)，
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其中当且仅当o=b时，等号成立．这里的参数临界值一{，对于不等式来说是
最佳的。

定理3．3．2．对两实数a，b>0，有如下的不等式成立，

日；(口，6)，§(n，6)≥肛；(。，6)，

其中当且仅当n=b时，等号成立。这里的参数临界值一；对于不等式来说是最佳
的。

定理3．3．3．对两实数a，b>0，有如下的不等式成立

Ⅳ言(n，6)，§(口，b)≥Mo(a，功，

其中当且仅当a=6时，等号成立．这里的参数临界值0对于不等式来说是最佳

的。

同样应用极限比较、结合泰勒展开式的方法，通过计算比较某些函数的凸性、

正负性来得到我们需要的结果。本章中得到的是在常指数下，调和平均、指数平

均若干幂形式与幂平均的不等式关系。同时也通过泰勒展开式的计算和比较，验

证了在幂平均的阶p取得特定的数值的时候，不等式的最佳性质。

本文的创新之处在于，建立了特定常数指数下，对数平均函数、指数平均函

数、调和平均函数与经典的幂平均函数之间的新的不等式关系，为下一步变系数

的推广做好了准备，这些结果是新的，也是有效的。本文所用的方法和工具相对

简单，通过一些经典研究结果的分析，应用极限比较，泰勒公式的各种形式的展

开，再加上实分析中一些简单的凸函数性质判断的方法和工具对我们的结果进行

求证，尽量简化了计算和证明过程，但同时也验证了这些不等式结果的相关临界

值的准确性和不可提高性。
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